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2 先行研究の成果 : [14] 以前の結果
量子測定の数理的研究はvon Neumannの教科書 [12] で始まった。[12] において次の2
つの重要な貢献がなされた :
\bullet von Neumann モデルの定式化。
\bullet \mathcal{H} を Hilbert 空間とする。非縮退の離散スペク トル (固有値) をもつ物理量 A =
\displaystyle \sum_{j}a_{j}E(\{a_{j}\}) の測定による状態変化は, \mathbb{R} の部分集合  $\Delta$ の範囲にあるスペク トル
が測定された時,各状態 (密度作用素)  $\rho$ に対し,






後者は1951年に Lüders [!0] (英訳あり) によって縮退のある場合に拡張され,von Neumann
Lüders の射影仮説と呼ばれるようになる。  $\Delta$=\mathbb{R} のときの式 (1) の写像は
 $\rho$\displaystyle \mapsto\sum_{a_{j}\in \mathbb{R}}E(a_{j}) $\rho$ E(a_{j}) (2)
となる。1962年に中村と梅垣により,この写像が B(\mathcal{H}) から \{A\}' \{B\in B(\mathcal{H})| AB=
BA\}) への条件付き期待値 (の双対写像) であることが指摘された [11]。この指摘により,
測定による状態変化を数学的に位置付ける枠組みの整備が加速した。中村と梅垣は物理量
A が連続スペクトルを持つ場合にも同様に条件付き期待値が存在すると [11] において予想
した。けれども,Arveson によりこの予想が1967年に否定的に解かれた [3]。これを契機
としてより広い枠組みで測定による変化を記述する数学的枠組みを模索する研究,特に,
Davies と Lewis によるインストルメントの枠組みによる測定の特徴づけの研究がスター
トするのである。
1970年,Davies と Lewis によりインス トルメ ント (instrument) の理論が発表された
[7, 6] 。 \mathcal{M} をHilbert空間 \mathcal{H} 上の  $\sigma$‐有限 von Neumann代数とする。今後,本稿で登場する
全てのon Neumann代数は  $\sigma$‐有限 (任意の互いに直交する射影作用素の族 \{P_{ $\lambda$}\}_{ $\lambda$\in $\Lambda$} は高々
加算濃度 | $\Lambda$|\leq\aleph_{0} ) であると仮定する。 (S, \mathcal{F}) を可測空間とする。そして, \mathcal{M}、で \mathcal{M} 上
の正規な線型汎函数の全体, \mathcal{S}_{n}(\mathcal{M}) で \mathcal{M} 上の正規状態の全体 ( \mathcal{M} の前双対), \mathrm{P}_{n}(\mathcal{M}_{*})
で \mathcal{M}、上の正値線型写像全体を表す。
定義1. \mathcal{I} : \mathcal{F}\rightarrow \mathrm{P}_{n}(\mathcal{M}_{*}\backslash ) が (\mathcal{M}, S) に対するインストルメント (以後,instr\mathrm{c} $\iota$ ment) であ
るとは,以下の2条件を満たすことをいう :
(1) 任意の  $\rho$\in \mathcal{M} 、に対して, \Vert \mathcal{I}(S) $\rho$\Vert=\Vert $\rho$\Vert.
(2) 任意の互いに素な高々可算個の \mathcal{F} の元の族 \{$\Delta$_{i}\},  $\rho$\in \mathcal{M}_{*}, M\in \mathcal{M} に対し,
\displaystyle \{\mathcal{I}(\bigcup_{i}$\Delta$_{\dot{l}})p, M\rangle=\sum_{i}\{\mathcal{I}($\Delta$_{i})p, M\} . (3)
Instrument の定義から明らかなように,instrument は出力に対応する  $\Delta$ ごとに \mathcal{M} 上
の正規な正値線型写像に値をとる測度であり,とくに  $\Delta$=S のときは単位的となるもの
である。 (\mathcal{M}, S) に対する instrument \mathcal{I} はメーター \mathrm{x} をもつ測定装置 \mathrm{A}(\mathrm{x}) に対応し,測
定前の正規状態  $\rho$ が与えられるごとに確率測度 \mathrm{P}\mathrm{r}\{\mathrm{x}\in $\Delta$\Vert $\rho$\} を
\mathrm{P}\mathrm{r}\{\mathrm{x}\in $\Delta$\Vert $\rho$\}=\Vert \mathcal{I}( $\Delta$) $\rho$\Vert= {\mathcal{I}( $\Delta$) $\rho$ )1} )  $\Delta$\in \mathcal{F} (4)
で与え,また,メーター \mathrm{x} の出力が  $\Delta$\in \mathcal{F} に含まれるときのみを採用する場合の測定後
の状態  $\rho$\{\mathrm{x}\in $\Delta$\} を
 $\rho$\displaystyle \{\mathrm{x}\in $\Delta$\}=\frac{\mathcal{I}( $\Delta$) $\rho$}{\Vert \mathcal{I}( $\Delta$) $\rho$\Vert} (5)
で与える。
以下の3条件を満たす \mathcal{I} : \mathcal{M}\times \mathcal{F}\rightarrow \mathcal{M} を考える :
(1) 任意の  $\Delta$\in \mathcal{F} に対し, M\mapsto \mathcal{I}(M,  $\Delta$) は \mathcal{M} 上の正規な正値線型写像である ;
(2) \mathcal{I}(1, S)=1 ;
(3) 任意の互いに素な高々可算個の \mathcal{F} の元の族 \{$\Delta$_{i}\},  $\rho$\in \mathcal{M}_{*}, M\in \mathcal{M} に対し,
\displaystyle \{ $\rho$, \mathcal{I}(M, \bigcup_{i}$\Delta$_{i})\rangle=\sum_{i\backslash }\langle $\rho$, \mathcal{I}(M, $\Delta$_{i} (6)
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この写像は次の関係により ( \mathcal{M} ) S) に対するインストルメント \mathcal{I} がただ一つ対応する :
\{\mathcal{I}( $\Delta$)$\rho$_{)} $\Lambda$ I\rangle=\langle $\rho$, \mathcal{I}(M,  $\Delta$ (7)
したがって上記3条件を満たす \mathcal{I}:\mathcal{M}\times \mathcal{F}\rightarrow \mathcal{M} も (\mathcal{M}, S) に対するインストルメント \mathcal{I}
と呼ぶ。
(\mathcal{M}, S) に対するインストルメント \mathcal{I} に対し, \mathcal{I} に伴う確率作用素値測度 $\Pi$_{\mathcal{I}} を任意の
 $\Delta$\in \mathcal{F} に対し \mathrm{I}\mathrm{I}_{\mathcal{I}}( $\Delta$)=\mathcal{I}(1,  $\Delta$) で定義する。
現在の量子測定理論の礎となる結果が小澤による完全正値インストルメントの導入で
ある。
定義2 (完全正値インストルメント [15, 16 \mathcal{I} が (\mathcal{M}, S) に対する完全正値インストルメ
ント (completely positive instrument, 以後 CPinstri $\iota$ ment)であるとは, \mathcal{I} が (\mathcal{M}, S) に対
する instrumentであって,任意の  $\Delta$\in \mathcal{F}, n\in \mathbb{N}, A_{\mathrm{i}}, A_{2} , , A_{nf} B_{\mathrm{i};}B_{2}, \rangle B_{n} \in \mathcal{M}
に対し,
\displaystyle \sum_{i.,j=1}^{n}B_{i}^{*}\mathcal{I}(A_{i}^{*}A_{j},  $\Delta$)B_{j}\geq 0 (8)
が成り立つときという。CPInst (\mathcal{M}, S) で (\mathcal{M}, S) に対する CP instTumentの集合を表す。
補題3 (小澤 [16, Proposition 4.2]). (\mathcal{M}, S) に対する CP instrument \mathcal{I} に対し,Hilbert空
間 \mathcal{K} , スペクトル測度 E : \mathcal{F}\rightarrow B(\mathcal{K}) , 非退化な正規表現  $\pi$ : \mathcal{M}\rightarrow B(\mathcal{K}) および等長作
用素 V\in B(\mathcal{H}, \mathcal{K}) で,任意の  $\Delta$\in \mathcal{F} と M\in \mathcal{M} に舛し,
\mathcal{I}( $\Lambda$ I,  $\Delta$)=V^{*}E( $\Delta$) $\pi$(M)V, (9)
E( $\Delta$) $\pi$(M)= $\pi$(M)E( $\Delta$) (10)
を満たすものが存在する。
[15, 16] において von Neumann モデルを一般化した測定過程も定義された。
定義4. \mathrm{M} = (\mathcal{K},  $\sigma$, E, U) が測定過程であるとは,MI = (\mathcal{K},  $\sigma$, E, U) はHi\cdotlbert空間 \mathcal{K},
B(\mathcal{K}) 上の正規状態  $\sigma$ , スペクトル測度  E : \mathcal{F}\rightarrow B(\mathcal{K}) , および \mathcal{H}\otimes \mathcal{K} 上のユニタリー作
用素 U からなる4つ組のことをいう。
定理5 ([15 , 16 (B(\mathcal{H}), S) に対する CP instrument \mathcal{I} と測定過程 \mathrm{R}\mathbb{I}= (\mathcal{K},  $\sigma$, E, U) の
` 統計的同値類  は一対-‐対応する。この対応は,任意の  $\Delta$\in \mathcal{F} と X\in B(\mathcal{H}) に対し,
\mathcal{I}(X,  $\Delta$)=(\mathrm{i}\mathrm{d}\otimes $\sigma$)[U^{*}(X\otimes E( $\Delta$))U] (11)
により与えられる。
ここで,2つの測定過程は同一のinstrumentを定めるとき統計的同値(statistically equiv‐
alent) であるという。また, \mathcal{M},\mathcal{N} をvon Neumann代数,  $\sigma$\in \mathrm{S}(\mathcal{N}) とするとき, \mathrm{i}\mathrm{d}\otimes $\sigma$
をvon \mathrm{N}\mathrm{e} $\iota$imann代数のテンソル積代数 \mathcal{M}\overline{\otimes}\mathcal{N} から \mathcal{M} への線型写像として






この研究の後に,[17] で反復可能性仮説(repeatability hypothesis) に関わるDavies‐Lewis
予想が解決されて , 量子測定理論の現在までに至る研究の方向性が確立した。本稿では十
分に展開されてない歴史的経緯等は [19] を参照して頂きたい。
しかしながら,以後の量子測定理論の研究からは任意の von Neumann代数 \mathcal{M} におい
て任意の CP instrument が物理的に意味があるかはわかっていなかった。
3 正規拡張性質と CP instrumentの表現定理




(\mathcal{M}, S) に対する CP instrument \mathcal{I} は完全正値写像に値を取る測度であるから, L^{\infty}(S, \mathcal{F},\mathcal{I})
が定まる。
補題6(小澤 [16, Proposition 4.2]). (\mathcal{M}, S) に対する CP instrument \mathcal{I} に対し,Hilbert空
間 \mathcal{K} , 忠実な正規表現 E : L^{\infty}(S, \mathcal{F},\mathcal{I})\rightarrow B(\mathcal{K}) , 非退化な正規表現  $\pi$ : \mathcal{M}\rightarrow B(\mathcal{K}) お
よび等長作用素 V\in B(\mathcal{H}, \mathcal{K}) で,任意の  $\Delta$\in \mathcal{F}, f\in L^{\infty}(S, \mathcal{F},\mathcal{I}) と M\in \mathcal{M} に対し,
\mathcal{I}(M,  $\Delta$)=V^{*}E([$\chi$_{ $\Delta$}]) $\pi$(M)V, (13)
E(f) $\pi$(M)= $\pi$(M)\mathrm{E}(f) (14)
を満たすものが存在する。
補題6から, \mathcal{M} と L^{\infty}(S,\mathcal{I}) の双正規 (binormal) テンソル積代数 \mathcal{M}\otimes_{\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}}L^{\infty}(S,\mathcal{I}) の \mathcal{K}
上の双正規 (\mathcal{M}, L^{\infty}(S, \mathcal{I}) それぞれで正規) 表現 \overline{ $\pi$} で,任意の M \in \mathcal{M} と f \in  L^{\mathrm{o}\mathrm{c}}(S, \mathcal{I})
に対し,
\tilde{ $\pi$}(M $\Phi$ f)=E(f) $\pi$( $\Lambda$/I) (15)
を満たすものが存在する (von Neumann代数の双正規テンソル積については [8] 参照。
L^{\infty}(S,\mathcal{I}) は核型なので,他の \mathrm{c}*‐代数との \mathrm{C}‐テンソル積は一意的である)。任意の (\mathcal{M}, S)
に対する CP instrument \mathcal{I} に対し,単位的 (双正規) 完全正値写像 $\Psi$_{\mathcal{I}} : \mathcal{M}\otimes_{\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}}L^{\infty}(S) \mathcal{I})^{\backslash }\rightarrow
\mathcal{M} を
$\Psi$_{\mathcal{I}}(X)=V^{*}\tilde{ $\pi$}(X)V, X\in \mathcal{M}\otimes_{\mathrm{b}\mathrm{i}_{\mathrm{f}1}}L^{\infty}(S,\mathcal{I}) (16)
で定義する。このとき, $\Psi$_{\mathcal{I}} は
$\Psi$_{\mathcal{I}}( $\Lambda$\prime I:\mathrm{r}[$\chi$_{ $\Delta$}])=\mathcal{I}(M_{i} $\Delta$) (17)
1\vee\sim^{0)}言 \#\ovalbox{\tt\small REJECT} $\sigma$) た d\supset$\iota$_{\vee}'\}\mathrm{s}_{\mathrm{i}}測定 \mathrm{J}\mathrm{A}び CP instrument を公理的に特徴づける必要がある。このトピックについ
ては [18] において提示されている。
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を任意の \triangle\in \mathcal{F} と M\in \mathcal{M} に対して満たす。 \mathcal{M}=B(\mathcal{H}) の場合には,前章で紹介した結果
からvon Neumann代数のテンソル積 B(\mathcal{H}) 図 L^{\infty}(S,\mathcal{I}) への拡張 \dot{\overline{ $\Psi$}}_{\mathcal{I}} :  B(\mathcal{H})\overline{\otimes}L^{0\mathrm{C}}(S,\mathcal{I})\rightarrow
 B(\mathcal{H}) で,任意の X\in B(\mathcal{H})\otimes_{\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}}L^{\infty}(S,\mathcal{I}) に対し,
\overline{$\Psi$_{\mathcal{I}}}(X)=$\Psi$_{\mathcal{I}}(X) (18)
を満たすものが存在する。一般には双正規テンソル積の単位的正規線型写像の存在までし




定義7(正規拡張性質 (normal extension property) [14]). \mathcal{I} を (\mathcal{M}, S) に対する CP instru‐
ment とする。 \mathcal{I} が正規拡張性質 (normal extension property, 以後 NEP) を満たすとは,
単位的正規完全正値写像 \overline{$\Psi$_{\mathcal{I}}} : \mathcal{M} 葛 L^{\infty}(S,\mathcal{I})\rightarrow B(\mathcal{H}) で \overline{$\Psi$_{\mathcal{I}}}|_{\mathcal{M}\otimes_{\mathrm{b}\hat{ $\iota$}\mathrm{n}}L}\infty(S,\mathcal{I})=$\Psi$_{\mathcal{I}} を満たす
ものが存在するときをいう。
正規拡張性質という名前はoperator system の理論における一意拡張性質 (unique ex‐
tension property, UEP) [4] の名称を参考してつけた。
定義8 ([14]). \mathrm{D}4=(\mathcal{K},  $\sigma$, E, U) が (\mathcal{M}, S) に対する測定過程であるとは,Hilbert空間 \mathcal{K},
B(\mathcal{K}) 上の正規状態  $\sigma$ , スペクトル測度  E : \mathcal{F}\rightarrow B(\mathcal{K}) , および \mathcal{H}\otimes \mathcal{K} 上のユニタリー
作罵素 U からなる4つ組であって, \{\mathcal{I}_{\mathrm{M}} (M )  $\Delta$) |M\in \mathcal{M}_{\dot{\mathrm{z}}} $\Delta$\in \mathcal{F}\}\subset \mathcal{M} を満たすことを
いう。ただし, \mathcal{I}_{\mathrm{M}} は (B(\mathcal{H}), S) に対する CP instimentであって,任意の X\in B(\mathcal{H}) と
 $\Delta$\in \mathcal{F} に対し, \mathcal{I}_{\mathrm{M}}(X,  $\Delta$)=(\mathrm{i}\mathrm{d}\mathfrak{G} $\sigma$)[U^{*}(X\otimes E( $\Delta$))U] で定義される。
NEP をもつCP instrument に対して次の定理が成り立つ。
定理9 ([14]). (\mathcal{M}, S) に対する CP instrument \mathcal{I} に対し次の条件は同値である :
(i) \mathcal{I} はNEP をもつ。
(ii) (B(\mathcal{H}), S) に対する CP instrument \overline{\mathcal{I}} で,任意の  $\Delta$\in \mathcal{F} と \mathrm{M}\in \mathcal{M} に対し, \overline{\mathcal{I}}(M,  $\Delta$)=
\mathcal{I}(M,  $\Delta$) を満たすものが存在する。
(iii) (\mathcal{M}, S) に対する測定過程 \mathrm{M}\mathrm{I}=(\mathcal{K},  $\sigma$, E, U) で,任意の  $\Delta$\in \mathcal{F} と M\in \mathcal{M} に対し,
\mathcal{I}(1\downarrow/I,  $\Delta$)=(\mathrm{i}\mathrm{d}\otimes $\sigma$)[U^{*}(M\otimes E( $\Delta$))U] (19)
を満たすものが存在する。
定理9からCP instrument がNEP をもつことと測定過程で記述可能であることが等価
であることがわかり,一般の (  $\sigma$‐有限な) von Neumann代数 \mathcal{M} において測定過程で記述
可能な CP instrunient のクラスを数学的に特徴づけることができた。この結果から次の
定理は明らかである。
定理10 ([14]). Let \mathcal{M} をHilbert空間 \mathcal{H} 上の  $\sigma$ ‐有限 von Neumann代数とし, (S, \mathcal{F}) を可
測空問とする。このとき, (\mathcal{M}, S) に対する測定過程 \mathrm{M}\mathrm{I}=(\mathcal{K},  $\sigma$, E, U) の統計的同値類と
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NEP をもつ (\mathcal{M}, S) に対する CP instrument \mathcal{I} の間に一対一対応が存在する。この対応
は,任意の  $\Delta$\in \mathcal{F} と M\in \mathcal{M} に対し,
\mathcal{I}(M,  $\Delta$)=(\mathrm{i}\mathrm{d}\otimes $\sigma$)[U^{*}(M\otimes E( $\Delta$))U] (20)
で与えられる。
4 事後状態の族とその存在
2章で (\mathcal{M}, S) に対する instrument \mathcal{I}が与えられると測定装置のメーターの出力値の集合
 $\Delta$\in \mathcal{F} を指定することの測定後の状態が \mathcal{I} を用いて与えられることをみた。本章ではこの
考察を集合 \triangle\in \mathcal{F} に対してではなく出力値1点 s\in S に対して広げる。もちろん,物理量
が連続スペクトルをもつような状況に対応した測度空間 (S, \mathcal{F}) において必ずしも $\rho$_{\{>\mathfrak{c}\in\{s\}\}}
は意味を持たない。それ故,次のように事後状態の族という概念を定義する。 (\mathcal{M}, S) に
対する instrument \mathcal{I} と  $\rho$\in \mathcal{S}_{n}(\mathcal{M}) に対し確率測度 \Vert \mathcal{I} $\rho$\Vert を \Vert \mathcal{I} $\rho$\Vert( $\Delta$)= \Vert \mathcal{I}( $\Delta$) $\rho$\Vert,  $\Delta$\in \mathcal{F}
で定義する。
定義11 (事後状態の族). \mathcal{I} を (\mathcal{M}, S) に村する instrument, p\in \mathcal{S}_{n}(\mathcal{M}) とする。 \mathcal{M} 上の
正規状態の族 (family of postenor states) \{$\rho$_{s}\}_{s\in S} は以下の2条件を満たすとき (\mathcal{I},  $\rho$) に
対する事後状態の族であるという :
(1) s \mapsto $\rho$_{s} は弱 * \Vert \mathcal{I} $\rho$\Vert ‐可測 \mathcal{M}_{*} ‐値写像である。すなわち,任意の M \in \mathcal{M} に対して
 s\mapsto \{$\rho$_{8}, M\} は \Vert \mathcal{I} $\rho$\Vert ‐可測である。;
(2) 任意の  $\Delta$\in \mathcal{F} と M\in \mathcal{M} に対し,
\displaystyle \langle \mathcal{I}( $\Delta$) $\rho$, M\}=\int_{ $\Delta$}\{$\rho$_{s}, M\rangle d\Vert \mathcal{I}(s) $\rho$\Vert . (21)
定義から,事後状態の族 \{$\rho$_{s}\}_{s\in S} は存在すれば \Vert \mathcal{I} $\rho$\Vert-\mathrm{a}.\mathrm{e} . の意味で一意である。そして,
任意の  $\Delta$\in \mathcal{F} に対し,
\displaystyle \frac{\mathcal{I}( $\Delta$) $\rho$}{\Vert \mathcal{I}( $\Delta$) $\rho$\Vert}=\int_{ $\Delta$}$\rho$_{s}\frac{d\Vert \mathcal{I}(s)p||}{\Vert \mathcal{I}( $\Delta$) $\rho$||} (22)
が成り立つ。
事後状態の族の存在について次の結果が知られている。
定理12 ([17]). \mathcal{H} をHilbert空間, (S, \mathcal{F}) を測度空間とする。任意の (B(\mathcal{H}), S) に対する
CP instrument \mathcal{I} と B(\mathcal{H}) 上の正規状態  $\rho$ に対し, (\mathcal{I},  $\rho$) に対する事後状態の族 \{$\rho$_{8}\}_{s\in S}
は常に存在する。
この定理は有限自由度量子系の測定では常に事後状態の族が存在することを主張してい
る。[17] では他にも一般の von Neumann代数 \mathcal{M} での事後状態の族の存在に関する十分
条件が与えられている。[14] では次の結果を得た。
定理13 ([14]). \mathcal{I} を (\mathcal{M}, S) に対する CP instrument とする。このとき次は同値である :
(1) \mathcal{I} はNEP をもつ。
(2) 任意の  $\rho$\in \mathcal{S}_{n}(\mathcal{M}) に対し, (\mathcal{I},  $\rho$) に対する強可測な事後状態の族 \{$\rho$_{s}\}_{s\in S} が存在する。
108
ここで, s \mapsto $\rho$_{s} が強 (\mathcal{F}-) 可測であるとは, S 上の \mathcal{F}‐可測 \mathcal{M}_{*}‐値単関数列 \{F_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}






定義14 ([14]). \mathcal{M} をvon Neumann代数, (S, \mathcal{F}) を測度空間とする。
(1) (\mathcal{M}, S) に対する instr?tment \mathcal{I} は,任意の $\Delta$_{1}, $\Delta$_{2}\in \mathcal{F} に対して \mathcal{I}($\Delta$_{1})\mathcal{I}($\Delta$_{2})=\mathcal{I}($\Delta$_{1}\cap
$\Delta$_{2}) を満たすとき,反復可能 (repeatable) であると呼ばれる。
(2) (\mathcal{M}, S) に対する instrument \mathcal{I} は,任意の $\Delta$_{1} , $\Delta$_{2} \in \mathcal{F} に対して \mathcal{I}(\mathcal{I} (1, $\Delta$_{2}), $\Delta$_{1}) =
\mathcal{I}(1, $\Delta$_{1}\cap$\Delta$_{2}) を満たすとき,弱反復可能 (weakly repeatable) であると呼ばれる。
(3) (\mathcal{M}, S) に対する instiment \mathcal{I} は, S の可算部分集合 S_{0} と写像 T:S() \rightarrow \mathrm{P}_{n}(\mathcal{M}_{*}) で
\displaystyle \mathcal{I}( $\Delta$)=\sum_{s\in $\Delta$}T(s) ,  $\Delta$\in \mathcal{F} (23)
を満たすものが存在するとき,離散的 (discrete) であると呼ばれる。
これまでは次の結果が知られていた。
定理15 ([17]). \mathcal{M} をvon Mumann代数, (S, \mathcal{F}) を標準 Borel空間, \mathcal{I} を (\mathcal{M}, S) に対す
る弱反復可能な instrument とする。もし \mathcal{M} 上のある忠実な正規状態  $\varphi$ に対し (\mathcal{I}_{:} $\varphi$) に
対する事後状態の族 \{p_{S}\}_{s\in S} が存在するならば, \mathcal{I} は離散的である。特に,可分な Hilbert
空間 \mathcal{H} に対し, (B(\mathcal{H}), S) に対するどの弱反復可能 instrument \mathcal{I} も離散的である。
今回得られた結果は上の結果をCP instrumentの場合に精密化したものである。
定理16 ([14]). \mathcal{M} を von Neumann代数, (S, \mathcal{F}) を標準 Borel空間とする。 (\mathcal{M}, S) に対




例17 ([14]). m を \mathbb{R} の閉区間 [0_{;}1] 上の Lebesgue測度とする。
以下で定義される (L^{\infty}([0,1], m), [0,1]) に対する CP instrument \mathcal{I}_{m} はNEP をもたない :
\mathcal{I}_{m}(f,\cdot $\Delta$)=[$\chi$_{ $\Delta$}]f_{\grave{i}} f\in L^{\infty}([0,1], m) ,  $\Delta$\in \mathcal{B}([0,1 (24)
von Neumarm 代数は有限次元 von Neumann部分代数の増大列の合併の弱閉包になっ
ているとき,AFD (近似的有限次元,approximately finite‐dimensional) であるという。
例18 ([14]). \mathcal{N} を可分 Hilbert空間 \mathcal{H} 上の AFD \mathrm{I}\mathrm{I}_{1} 因子環, A を連続スペクトルをもつ
\mathcal{N} の自己共役元とする。以下で定義される (\mathcal{N}, \mathbb{R}) に対する CP instrument \mathcal{I}_{A} はNEP を
もたない :
\mathcal{I}_{A}(N,  $\Delta$)=\mathcal{E}(N)E^{A}( $\Delta$) , N\in \mathcal{N},  $\Delta$\in \mathcal{B}(\mathbb{R}) . (25)
ここで, \mathcal{E} は \mathcal{N} から \mathcal{N}\cap\{A\}への条件付き期待値である。
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5 CP instrument の集合 CPInst (\mathcal{M}, S) の特徴づけ
前章では (\mathcal{M}, S) に対する CP instrument が測定過程で記述できるための必要十分条件
である NEP という非常に作用素環論的な条件が焦点になった。代数的確率論および量子
測定理論の研究で大変重要な役割を果たした B(\mathcal{H}) から \mathcal{M} への正規な条件付き期待値の
存在は (\mathcal{M}, S) に対する任意の CP instrument がNEP をもつという結果を導く :
命題19. \mathcal{M} をfiilbert空間 \mathcal{H} 上の von Neumann代数で (正規な) 条件付き期待値 \mathcal{E} :
B(\mathcal{H})\rightarrow \mathcal{M} が存在するものとし, (S, \mathcal{F}) を可測空間とする。 (\mathcal{M}_{i}S) に対する任意の CP
instiment \mathcal{I} はNEP をもつ。
正規な条件付き期待値 \mathcal{E} : B(\mathcal{H}) \rightarrow \mathcal{M} が存在するクラスの von Neumann代数は原子
的(atomic) であると呼ばれている。数学的な立場からは,正規な条件付き期待値の存在
の次には,正規でない条件付き期待値の存在,すなわちノルム 1の射影が存在する場合




テーマであった ([5, 20] 参照)。Anantharaman‐Delaroche [1] の主定理を駆使することで
次の定理が示される :
定理20. \mathcal{M} をHilbert空間 \mathcal{H} 上の単射的 von Neumann代数とし, (S, \mathcal{F}) を可測空間と
する。 (\mathcal{M}, S) に対する任意の CP instiment \mathcal{I} に対し,NEPをもつ (\mathcal{M}, S) に対する CP
instrumentのネット \{\mathcal{I}_{ $\alpha$}\} で \mathcal{I}_{ $\alpha$}\rightarrow^{uw}\mathcal{I} かつ任意の  $\alpha$ と  $\Delta$\in \mathcal{F} に対し \mathcal{I}_{ $\alpha$}(1,  $\Delta$)=\mathcal{I}(1,  $\Delta$)
を満たすものが存在する。
ここで, M \in \mathcal{M} と \mathcal{M} のネット \{M_{ $\alpha$}\}_{a}. に対し, \{M_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$} が M に超弱収束するとき
M_{ $\alpha$} \rightarrow uw M と表すことにし,その上で, (\mathcal{M}, S) に対する CP instrument \mathcal{I} と (\mathcal{M}, S)
に対する CP instrument のネット \{\mathcal{I}_{ $\alpha$}\}_{ $\alpha$} に対して,全ての M \in \mathcal{M} と  $\Delta$ \in \mathcal{F} に対し
\mathcal{I}_{ $\alpha$}(M,  $\Delta$)\rightarrow^{\mathrm{u}w}\mathcal{I}(M,  $\Delta$) が成立することを \mathcal{I}_{ $\alpha$}\rightarrow^{uw}\mathcal{I} で表した。
定理21 ([14, 13 \mathcal{M} をHilbert空間 \mathcal{H} 上の von Neumann代数とし, (S, \mathcal{F}) を可測空間
とする。このとき次の言明が成り立つ :
(1)
CPInstN $\Gamma$_{\lrcorner}(\mathcal{M}, S)=\mathrm{C}\mathrm{P}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}(\mathcal{M}, S) .
(2) \mathcal{M} が単射的ならば,
CPInst (\mathcal{M}, S)=\{\mathcal{I}\in CPInst (\mathcal{M}, S) | \exists\{\mathcal{I}_{\mathrm{C}\mathrm{f}}\}_{0}. \subset \mathrm{C}\mathrm{P}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}_{\mathrm{N}\mathrm{E}}(\mathcal{M}, S)
\mathrm{s}.\mathrm{t}. \mathcal{I}_{ $\alpha$}\rightarrow^{uw}\mathcal{I}\&\forall $\alpha,\ \Pi$_{\mathcal{I}_{ $\alpha$}}=$\Pi$_{\mathcal{I}}\}.
物理系の物理量代数を記述する von Neumann代数は AFD かつ可分であることが知ら
れている。加えて,可分な von Neumann 代数が単射的であるのはAFD であるとき,そ
の時に限ることが知られている。この大変有名な結果はConnes, Wassermann, Haagerup,
Popa および他の研究者たちにより確立された [5, 20]。したがって,定理21 (2) は物理系
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を記述すると考えられる von Neumann代数においては必ず成立し,それらの系における
全ての CP instrument が自然な測定を記述すると結論付けられる。
また,定理20から次の性質が思いつく。
定義22 (近似的正規拡張性質 (approxiniat‐ely normal extension property \mathcal{M} をHilbert
空間 \mathcal{H} 上の von Neumann代数とし, (S, \mathcal{F}) を可測空間とする。 (\mathcal{M}, S) に対する CP
instrumentが近似的正規拡張性質 (approximately normal extension property, 以後 ANEP)
をもつとは,NEP をもつ (\mathcal{M}, S) に対する CP instimentのネット \{\mathcal{I}_{ $\alpha$}\} で \mathcal{I}_{ $\alpha$}\rightarrow^{uw}\mathcal{I} を
満たすものが存在するときをいう。ANEPをもつ (\mathcal{M}, S) に対する CP instrumentの集合
を \mathrm{C}\mathrm{P}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}_{\mathrm{A}\mathrm{N}}(\mathcal{M}, S) で表す。
しかしながら,任意の von Neumann代数において \mathrm{C}\mathrm{P}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}_{\mathrm{A}\mathrm{N}}(\mathcal{M}, S) はCPInst (\mathcal{M}, S)
と一致する :
定理23 ([13]). \mathcal{M} をHilbert空間 \mathcal{H} 上の von Neumann代数とし, (S, \mathcal{F}) を可測空間とす





のvon Neumann代数上で定義された CP instrument の数理を展開した。CP instrunient
に対する正規拡張性質 (NEP) の導入により,先行研究では B(\mathcal{H}) において得られていた
CP instrument の測定過程による実現定理を一般の von Neuniaiin代数上に拡張すること
ができた : NEP をもつCP instrument に対し測定過程が存在し,その測定過程により定
義される CP instrument と一致する。この結果を応用して NEP が (強可測な) 事後状態
の族の存在の必要十分条件であることを示したり,NEP を持たない CP instrumentの例
の構成を行うなどCP instrument の構造理論を大きく進展させることが出来た。
他にも,代数的場の量子論 [2, 9] において,有界時空領域上の物理量代数上で定義され
た測定過程で記述可能な CP instrumentならば,大域的な物理量代数上で定義された有界
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